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Problématique: 


sur quoi le gouvernement pourrait se baser afin de déterminer la qualité 
optimale des infrastructures routières qu'il doit fournir à la population pour 
que l'utilité de celle-ci soit maximisée ? 


Introduction : 


La vie utile des routes arrivant rapidement à échéance, les gouvernements se devront de 
mettre au point une stratégie de réfection des infrastructures routières adéquate pour 
accommoder un parc automobile qui ne cesse de croître. Le but est de déterminer de 
quelle façon le gouvernement devrait investir dans les infrastructures routières, plus 
particulièrement dans la qualité du revêtement routier, pour que l'utilité des 
automobilistes et des camionneurs soit maximisée. En effet, un bon revêtement signifie 
également une vitesse moyenne plus importante et des frais d'utilisation du véhicule plus 
faibles. 
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Il sera ensuite possible en utilisant une fonction de bien-être social de type utilitarienne 
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de maximiser le bien-êtret de la population et d'obtenir de la qualité optimale ainsi que 
la taxe optimale. 


1 : Une fonction de bien-être social est une fonction qui reflète les préférences bien particulières d’une 
société, définie de la façon suivante: W = W(u1, u2, ..., um) 


2 





LE MODÈLE THÉORIQUE : 


La théorie économique nous dit qu'une économie de marché atteindra un niveau Pareto 
optimal si les conditions du Premier théorème du bien-être? sont respectées. 

Pour résoudre notre problème, le gouvernement devra maximiser le bien-être de la 
collectivité. Nous allons utiliser comme fonction d'utilité pour le gouvernement une 
fonction de bien-être social dite utilitarienne (aussi appelée fonction benthamienne). 
Une fonction de bien-être social est une fonction qui reflète les préférences bien 
particulières d’une société. 

La fonction de bien-être social de type utilitarienne est simplement la somme algébrique 
de l'utilité de chaque individu. Donc, le but du gouvernement dans cette situation est 
d'augmenter la somme totale de l'utilité des agents et non l'utilité d'un d'agent en 
particulier. 

La forme générale d'une fonction utilitarienne est la suivante: 


Wu, ,u,,.….,u,)= X u, 
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Équation 1 


Méthodologie utilisée : 


Le gouvernement doit maximiser le bien-être de la collectivité tout en respectant son 
budget. Il nous faudra d'abord déterminer le nombre d'automobilistes et de camionneurs 
qui décideront d'emprunter les infrastructures routières. Pour déterminer le nombre 
d'automobilistes qui utiliseront les infrastructures, nous devrons égaliser l'utilité de ceux 
qui utilisent la route à celle de ceux qui ne l'utilisent pas pour déterminer quel est le type 
d'agent qui est indifférent entre le fait d'utiliser la route ou non. Suite à cette opération, 
nous obtiendrons le nombre optimal d'automobilistes et de camionneurs désirant utiliser 
la route, que nous appellerons n*. 


2 : Le Premier Théorème de l'Économie du Bien-être garantit qu'un marché concurrentiel exploite tous 
les gains découlant de l'échange: une allocation d'équilibre réalisée grâce à un ensemble de marchés 
concurrentiels est nécessairement efficace au sens de Pareto. 


La seconde étape pour répondre à la question sera d'introduire les résultats trouvés 
précédemment dans la fonction d'utilité du gouvernement. En effet, le gouvernement 
anticipant n* tentera de maximiser l'utilité de tous les citoyens. Le gouvernement 
maximisera donc la fonction de bien-être social sous la contrainte de respecter 
l'enveloppe budgétaire qui est mise à sa disposition. 


Pour répondre à la question posée, il nous faudra tout d'abord élaborer une fonction 
d'utilité relativement simple mais décrivant le plus fidèlement possible l'utilité des 
usagers. Dans la majorité des ouvrages consultés, la même liste de facteurs affectant 
l'utilité des usagers est présente. Elle comprend: 

e Le coût du carburant; 

e Le confort de l'agent; 

e L'entretien de la route; 

e La probabilité d'être impliqué dans un accident; 

e La largeur de la route; 

e La qualité du revêtement; 

e Le temps. 


Fonction d'utilité : 

Dans la réalité, certains agents préfèrent utiliser d'autres moyens de locomotion plutôt 
que d'utiliser le réseau routier. Pour déterminer qui utilise et qui n'utilise pas le système 
routier dans notre modèle, nous allons décider qu'à la naissance, un type était 
aléatoirement attribué à chaque individu. Ce type caractérise chaque individu et nous 
permet de savoir si cet individu préférera utiliser la route ou si, plutôt, il préférera 
rester chez lui. Le type de l'agent sera représenté par le symbole y. 


La fonction d'utilité des usagers de la route : 


La forme réduite de la fonction d'utilité des usagers décrivant l'utilité des usagers est la 
suivante : 


See = Q, z n) 


Équation 2 





e Q:la qualité de la route 
e t: La taxe, que chacun des usagers de la route paie 
e n:«nombre d'usagers» car elle a un impact direct sur le temps qu'un usager passe 
sur la route 
#Les trois paramètres Q, t et n sont des facteurs principaux déterminant le choix des 
automobilistes 
L’équation 2 prendra la forme suivante : 


n 
F =a.: Q E A 4 -0:n 


Équation 3 
Les variables a, B et y représentent des paramètres affectant nos variables et où a >0, 


B >0, o>0 (pour respecter la règle à ce que l'effet marginal? de ces différentes variables 
sur l'utilité des usagers est le suivant): 
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3: étant donnée une première variable dépendant d'une seconde, l'effet marginal est la 
variation de la première induite par une « faible » perturbation de la seconde. 


La fonction d'utilité des gens n'utilisant pas la route : 


La fonction d'utilité des agents n'utilisant pas la route est la suivante: 
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Équation 4 


vest le type de l'usager, t la taxe et M la composante commune à l'utilité de réserve 
pour tous les individus. 


La fonction d'utilité de la contrainte budgétaire de gouvernement : 


Tous les agents paient la taxe et cette taxe est la seule source de revenu qui sera à la 
disposition du gouvernement pour aménager et entretenir les infrastructures routières 
Nous ferons l'hypothèse que l'on peut accorder un prix à la qualité de la route et les 
dépenses seront tout simplement le produit du prix de la qualité et de la quantité de 
qualité achetée. La contrainte budgétaire du gouvernement prendra donc la forme 
suivante: 


y-t=P-Q 


Équation 5 


y estle nombre d'agent dans notre population et P le prix de la qualité. Comme notre 
population est uniformément distribuée entre O et 1 (y ---> U[0,1]), on peut alors 
simplifier la contrainte budgétaire en J'écrivant de la façon suivante: 


(=P.-Q0 


Équation 6 


Le nombre d'usagers de la route : 


Avant de maximiser la fonction de bien-être social du gouvernement, il est nécessaire 
de déterminer quel sera le nombre d'agents qui utilisera la route. C'est uniquement 
après avoir calculé le nombre de véhicules, que le gouvernement pourra maximiser sa 
fonction. On sait que l'utilité des utilisateurs de la route est illustrée par l'équation (3) et 
que celle des non utilisateurs de la route est représentée par l'équation (4). On sait 
également, qu'il existe un type d'agent qui est indifférent entre utiliser la route ou non. 
Dans ce cas, l'utilité de cet agent est telle que nous avons: 
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Le type, qui est représenté par le symbole y, est distribué de manière uniforme entre 
y =0 et y =1. 


N’utilise pas la route 
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Utilise la route 


Comme notre population est distribuée uniformément entre 0 et 1 et que ce sont les 
types faibles qui utilisent la route, alors le nombre d'usagers utilisant la route (n *) est 
égal au type pour qui l'usager est indifférent entre utiliser la route ou non, que nous 
appellerons y Donc, comme n* = 7% peut remplacer gamma par n* dans 
l'équation (5). On obtient alors: 





a:O-on-M=n 
at O-M=n+o"n 
>Q: -Q-M =(1+ø)-n 
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Équation 7 


Comme nous avons la fonction décrivant le nombre d'usagers empruntant la route, nous 
pouvons maintenant déterminer l'utilité que les usagers retireront à utiliser la route. En 
substituant l'équation (7) dans l'équation (3) on SOLENE 
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RÉSOLUTION DU PROBLÈME DU GOUVERNEMENT : 
La maximisation : 


Nous avons maintenant tous les éléments nécessaires pour construire la fonction de 
bienêtre social du gouvernement afin de la maximiser. Le problème du gouvernement 
est le suivant: 
laO B o: M 
TT, 2 | 2 
max W =] msn 0 : dy +] M+y-P dy 
O, o\1+o 2 ]+0© r 2 





sujet à la contrainte t = p*Q 
Après simplification et substitution on obtient la fonction objectif suivante: 
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Équation 9 


Les conditions du premier ordre peuvent maintenant être calculées. Nous obtenons la 


C.P.O. suivante: 
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Équation 10 
Nous obtenons donc la valeur de la qualité de la route optimale en fonction des 
paramètres a,ß et y, et des paramètres exogènes que sont le prix de la qualité et l'utilité 


de réserve M : 


. a: M 


|: a? -P?.B.(1+0) 


Équation 11 





Il est de ce fait possible de déterminer la taxe optimale: 


M a-P-M | 
a -P?.B.(i+o) 


Equation 12 


Il est indispensable de vérifier si la qualité optimale trouvée est belle et bien un 
maximum. Il sera utile de vérifier si la condition de second ordre (C.S.0.) est respectée. 
« On est alors amené à calculer les différentielles totales des conditions du premier ordre 
et à travailler avec un système d'équations linéaires dont la matrice des coefficients 
correspond précisément à la matrice sur laquelle portent les conditions du second ordre 
du problème d'optimisation initial. » 

C'est le signe du déterminant de cette matrice qui nous intéresse. Dans notre cas, nous 
voulons que le signe de ce déterminant de la matrice hessienne soit défini négatif pour 
garantir un maximum. 

La condition du second ordre est: 


m À 2 
o W a 
ph? <0 
Ar 2 2 
60° (I+o) 

Équation 13 


Exemple numérique : 


Maintenant que nous connaissons les valeurs optimales de la qualité, de la taxe et la 
dérivée seconde, nous pouvons fixer les paramètres exogènes du modèle pour faire les 
vérifications nécessaires. Les vérifications qui seront nécessaires à effectuer sont les 
suivantes: il faut vérifier sile 7 et le n* sont bien compris entre 0 et 1. 

Ensuite, il faudra vérifier que les valeurs optimales de la qualité et de la taxe sont 
positives et que la dérivée seconde est négative. La première vérification que nous allons 
effectuer est de vérifier le etlen* 7 sont bien compris entre 0 et 1. Pour ce faire, les 
valeurs à, B, o, P et M ont été fixées à : 

ea= 0.3; 

e B= 0.1; 

e œ= 0.1; 
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e P= 2; 
e M = -0.5. 


Avec ces valeurs, nous obtenons une quantité de gens qui utilisent la route de 0.558376, 
soit environ 56 % de la population. Le type d'agent qui est indifférent entre utiliser la 
route ou non est également de 0.558376. Comme ces deux valeurs sont comprises entre 
0 et 1, la première condition est vérifiée. 

La seconde vérification que l'on doit faire pour valider notre modèle et notre exemple 
numérique est de vérifier si Q* et t* sont positifs et si la condition de second ordre est 
vérifiée. Si l'on attribue les mêmes valeurs aux paramètres exogènes qu'à la vérification 
précédente, on trouve que la qualité optimale est de 0.380711. La valeur optimale de la 
taxe, quant à elle, est de 0.761421. On arrive au résultat que la dérivée seconde de la 
fonction de bien-être par rapport à la qualité nous donne -0.32562. Finalement, on 
s'attend théoriquement à ce que lorsque le prix de la qualité augmente, que la quantité 
demandée par les autorités responsables des infrastructures routières diminue. Nous 
trouvons avec notre modèle, et avec les valeurs que nous avons assignées aux 
paramètres exogènes, que la dérivée de la qualité optimale par rapport au prix de la 
qualité nous donne: 


CONCLUSION : 


Il est indispensable d'émettre comme hypothèse que l'équation (13) est satisfaite. Cette 
hypothèse implique que le dénominateur des équations (11) et (12) soit négatif. Donc, 
pour que nos équations (11) et (12) soient valides, il faut absolument faire l'hypothèse 
que M (la composante commune de l'utilité de réserve) est négative. Dans notre 
modèle, M ne sera jamais positif car dans le cas où M serait positif, la meilleure qualité 


de la route que l'on pourrait obtenir est une qualité nulle. L'explication que l'on peut 
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